
대학에서 배우는 수학에서는 극한을 다음과 같이 정의한다.

정의 다음 명제가 성립할 때 가 로 접근함에 따른 의 극한이 이라고 하고[ ] , t c F(t) L 로 나타낸다 즉. ,
임의로 주어진 양수 에 대하여 다음과 같은 양수 가 존재한다“ .ε δ

”

여기서 를 델타라고 읽고 을 입실론이라고 읽는다‘ ’ ‘ ’ .δ ε※

이것을 이해할 수 있는가 대학생들도 금방 이해하지 못한다 이제 차근차근히 이해해 보도록 하자? . .

아까 얘기했던 대신 조건으로서 생각한다 라는 말에 이어서 생각해 보자, “ ” .…

수열이 더 길어짐에 따라서 자꾸 변하는 어떤 수열의 끝 수가 어떤 수( 예를 들어 에 가까와진다는 것을 어떻게, 2

달리 말할 수 있을까 꼬오쉬 라는 수학자는 다음과 같이 이 어려운 질문의 대답을 했다 즉? (Cauchy) . ,

어떤 변수의 값들이 우리가 원하는 만큼 어떤 수와의 차가 작아질 때 그 수를 극한이라 부른다“ , .

이와 같은 예로서 무리수는 유리수들의 극한이 된다, .”

이 말은 이렇게 생각할 수 있다 수열의 맨 끝 수와 의 차이가 우리가 원하는 만큼 얼마든지 작아. 2

질 수 있을 때 차이가 없다는 말은 하지 않았다 그 수열은 에 끝없이 다가간다라고( .) 2 .

여기서 말이 살짝 달라졌다 즉 끝없이 다가간다는 말이 원하는 만큼 작아질 수 있다는 말로 바뀐 것. ‘ ’ ‘ ’

이다 이것은 다음과 같은 의미를 갖는다 즉 끝없이 다가간다는 말은 시간의 흐름에 따라서 변화하는 것. . ‘ ’

을 나타내는데 원하는 만큼 작아질 수 있다는 것은 시간이 일정하게 흐르는 것 없이 생각할 수 있다‘ ’ .

이제는 이러한 말을 수학의 기호 즉 식으로 바꾸어 보자 원하는 만큼 작다 혹은 너무너무, . “ ”, “

작다 또는 무한히 작다 는 말을 수식으로 어떻게 표현하면 될까 수학자들은 모든 수보다 작”, “ ” ? “

다 라는 말로 표현했다 수에는 아주 큰 수와 아주 작은 수가 있다 어떤 것이 모든 수보다 작다면” . .

그것은 정말 너무너무 작은 수 일 것이다 하지만 그럼에도 불구하고 이라는 말은 하지 않았다‘ ’ . 0 .

그리고 이 아니기도 하다0 .

이렇게 생각해 보면 이해하기 쉽다 두 사람이 논쟁을 한다. .

내가 원하는 숫자는 너무너무 작은 수 정확하게 말하면 모든 숫자보다 작은 수이다“ , .”

그건 말도 안돼 그런 것은 없어“ . .”

아니야 그런 것은 있어 네가 어떤 숫자를 말해도 나는 그보다 더 작은 수를 말할 수 있으니까“ , . .”

이제 을 이와 같이 나타내어 보자 이것은 다음과 같이 말할 수 있다. .

표현< 1> “ 이 무한히 커질 때 이 에 끝없이 다가간다는 말은 의 값이 모든 수보다 작

다는 말이다.”

이 말은 다시 이렇게 바꿀 수 있다 즉.

표현< 2> “ 이 무한히 커질 때 이 에 끝없이 다가간다는 말은 모든 수 에 대하여ε 이라는 말이다.”

그런데 극한의 은 항상 무한대로만 커지는 것이 아니라 어떤 수에 끝없이 다가가기도 한다 무한대도 하나의 수로.(

볼 수 있다 여기서.) 을 로 바꾸어 기호만 바꾼 것이다 의미는 꼭같다( . .) ‘ 가 항상 어떤 수 에 무한히 다가간

다 라고 하자 그러면’ . “ 이다” .

그런데 가 에 무한히 다가간다는 것도 모든 수 에 대하여“ ε 이다 로 나타낼 수 있다 그러면” .

는 다음과 같이 나타낼 수 있을 것이다.

표현 모든 수 에 대하여< 3> “ δ 이면 모든 수 에 대하여ε 이다”

라고 여기서. 의 가 가 아닌 까닭은 아무리c 와 의 차이가 작더라도 결국에는 는 가 아니기 때문이다.

여기서① 의 값은 이 될 수 있는가 결코 될 수 없다 왜냐하면 이야기의 출발점에서부터 무한히 다가가지0 ? . ‘

만 그것은 아닌 것 에 대해서 이야기를 하고 있기 때문이다 따라서’ . 이어야 한다 결국. 이어야 한

다.

한편② 는 일수도 있다 예를 들어서0 . 차 항이 로 나타나는 수열을 생각해 보자 그러면 그 수열은.

가 아무리 커져도 결국 로 나아간다1,1,1,1, .… 는 무한대가 되지 않더라도 그 수는 이면서 에 접근한다 즉1 1 .

이 된다 그래도 극한은 극한이다 에 수렴하지 않는가. . 1 .

와 간에 아무런 연관성이 없다면 그 전체 뜻이 좀 이상하지 않을까 원래 극한의 뜻은?δ ε③ 임에 따라 원인( )



이 에 접근하는 것 결과 이다 그런데 그냥 제각각 무한히 작아지기만 하면 이 원인과 결과의 관계가 나타나지 않( ) .

는다 따라서 이 표현을 조금 수정해야 한다. .

그러면 어떻게 바꿀 것인가?

와 에 대해서 대응 관계를 주어야 한다 그러기 위해서 다음과 같이 표현할 수 있다. .δ ε

표현< 4> “ 인 어떤 수 와 관련된 어떤 수 에 대하여δ ε 이다 그리고 이것은 모든 에 대하여 성. ε

립한다”

그런데 여기서 왜 모든 에 대해서 를 붙이지 않고 모든 에 대해서 라고 덧붙여 뒤에 있는 을 강조할까“ ” “ ” ?δ ε ε

결국 원하는 것은① 가 에 접근하는 것이기 때문이다 우리가 극한 개념을 필요로 할 때 왜 필요로 하는가 쉽. ?(

게 이해하자면 이렇게 이해하면 된다.)

또 달리 설명하자면 이면 이라는 말 때문에 뒤쪽의 모든 에 대하여 를 붙이게 된다 는 를“ ( )” “ ” . p q P Qε② → → ⊂

의미하므로 모든 원소 에 대하여 를 말하면 의 모든 원소 에 대하여 말할 수 있게 된다 하지만 의 모, “Q ” “P ” . Pε δ

든 원소 에 대하여 말한다고 하더라도 의 모든 원소 에 대해서는 말할 수 없다Q .δ ε

그리고 마지막으로 한가지 더 이 모든 것이 실제로 가능해야 한다 그러기 위해서 이번에는 가 존재한다 는 말, . “ ”δ

을 덧붙여야 한다 가 존재하고 그와 관련된 조건이 존재한다면 실제로 그 전체가 이루어진다는 것을 뜻하기 때문이. δ

다.

그래서 에 대한 정의를 정리하면 다음과 같이 표현할 수 있다.

표현 즉 실제로 존재하는 어떤 수 에 대하여< 5> “ δ 이면 모든 수 에 대하여ε 이다.”

이제 을 로) , 를 로 바꾸면 다음과 같이 된다. ( 란 번째 항을 말하는데 그것은 곧, 에 대응되는 어

떤 수 즉 함수를 말한다, .)

표현 모든 수 에 대하여< 6> “ ε 이면 인 그런 가 존재한다.”δ

다시 처음의 극한의 정의를 살펴보자 이해가 되는지. …

정의 다음 명제가 성립할 때 가 로 접근함에 따른 의 극한이 이라고 하고[ ] , t c F(t) L 로 나타낸다 즉. ,
임의로 주어진 양수 에 대하여 다음과 같은 양수 가 존재한다“ .ε δ

”
지금까지 단계단계 표현해 온 표현 여섯가지를 그 반대 순서대로 나열해 보면 다음과 같다 표현 은 말을 조금.( 3,2,1

바꾸었다. 을 로 그리고 무한히 커진다 를 차이가 무한히 작아진다 로, “ ” “ ” .)

표현 모든 수 에 대하여< 6> “ ε 이면 인 그런 가 존재한다.”δ

표현 즉 실제로 존재하는 어떤 수 에 대하여< 5> “ δ 이면 모든 수 에 대하여ε 이다.”

표현< 4> “ 인 어떤 수 와 관련된 어떤 수 에 대하여δ ε 이다 그리고 이것은 모든 에 대하여. ε

성립한다”

표현 모든 수 에 대하여< 3> “ δ 이면 모든 수 에 대하여ε 이다”

표현< 2> “ 와 의 차이가 무한히 작아질 때 가 에 끝없이 다가간다는 말은 모든 수 에 대하여ε 이

라는 말이다.”

표현< 1> “ 와 의 차이가 무한히 작아질 때 가 에 끝없이 다가간다는 말은 의 값이 모든 수보다 작다는

말이다.”

이상의 설명은 내가 대학에서 수학을 공부할 때 극한의 정의를 이해하는데 매우 애를 먹었기 때문에-ε δ※
덧붙인 것이다 학생들은 지금 이해가 되지 않는다고 하더라도 대학에서 이 정의를 이해할 때 도움이 필요하.
다면 다시 이 부분을 보는 것도 좋을 것이다.

<<www.pakebi.com>>


